7 » Geometria plaska

Podstawowe informacje

Tréjkaty

7.1 a) Symetralna odcinka b) Symetralna odcinka jest  c) Symetralne trzech bokéw do-
jest to prosta prostopadia do zbiorem punktéw plaszczyzny wolnego tréjkata Przecinajg sie
odcinka, dzielagca go na dwie réwno odleglych od kohcéw w jednym punkcie. Jest to éro-
réwne czeéci. tego odcinka. dek okregu opisanego na tym

2 trojkqt:le.c
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A B y 0
R ¥

7.2 a) Dwusieczna kata jest to pétprosta o po- b) Dwusieczna kata wypuktego jest zbiorem
czatku w wierzchotky kata, dzielaca kat na dwa punktow kata réwno odlegtych od ramion tego

katy réwne. B kata. B
0 f A 0 A

¢) Dwusieczne trzech katéw dowolnego troj- d) W dowolnym tréjkacie ABC, w ktérym pét-
lf'?!ta przecinajg si¢ w jednym puni’(.cie. Jest to prosta CD™, De AB, jest dwusieczng kata we-
srodek okregu wpisanego w ten tr 0jkat. wnetrznego tego tréjkata, prawdziwa jest
. JAC] |4D)| c
rownos¢ —=L"1
5]~ o]




54

7.3 a) Srodkowa tréjkata jest to odcinek a-
czgcy wierzchotek tréjkata ze srodkiem prze-
ciwlegtego boku.

c
/ D\
A B

b) W dowolnym tréjkacie trzy srodkowe przeci-
najg sie w jednym punkcie, ktory dzieli kazdg z
nich w stosunku 2 : 1, liczac od wierzchotka tréj-
kata. Punkt przeciecia Srodkowych nazywamy
srodkiem ciezkosci tréjkata. c

c) Pola szesciu tréjkatow, na ktére srodkowe dzielg dany tréjkat, sg réwne.

7.4. Nieréwnos¢ tréjkata

W dowolnym tréjkacie suma dtugosci dwach bokow jest wieksza od dlugoéci trzeciego boku.

/\
5

7.5. Pole tréjkata

a<b+c
b<a+c
c<a+b

Oznaczmy: q, b, ¢ - dtugosci bokéw tréjkata, P - pole trojkata, R - promien okregu opisanego na tréj-

kacie, r - promien okregu wpisanego w trdjkat.

a) P:—:E-c-h
2

b) P=%-b-c-sintx

9 P:a-b-c
4.R
. a+b+c
d) P=p-r,gdzie p= 5

e) P=\/p(p~—a)(p—b)(p-—c) (wzor Herona)

7.6 Trojkat réwnoboczny
2

a) L] b) P=2 V3

Z 4
C) r=14h=9_‘\/_§ d) R;Eh:@_

3 6 3 3

7.7 Trojkat prostokatny
a) h=vm-n b) P=%-a-b
c) r:a+b_c d) R=—c
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7.8. Twierdzenie Pitagorasa
Jezeli trojkat jest prostokatny, to suma kwadratéw dtugosci przyprostokatnych a i b jest réwna kwa-
dratowi dtugosci przeciwprostokatnej c, czyli a* +b* =c?.

7.9. Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Jezeli dtugosci g, b, ¢ bokéw tréjkata spetniajg zaleznos$é a®+b% =c2, to ten trojkat jest prostokatny,
przy czym boki dtugosci a, b sa przyprostokatnymi tego tréjkata, a bok dtugosci ¢ - przeciwprosto-
katng tego tréjkata.

7.10 Cechy przystawania tréikatﬁw
a) I cecha przystawania tréjkatow (bbb).

Jezeli dtugosci trzech bokéw w jednym tréjkacie sg odpowiednio réwne dtugo$ciom trzech bokéw
w drugim tréjkacie, to te tréjkaty sa przystajace.

a
b a
by
c .

a=a, i b=b ic=c,.

b) Il cecha przystawania tréjkatéw (bkb).

Jezeli dwa boki i kgt miedzy tymi bokami w jednym tréjkacie s3 réwne odpowiednio dwém bokom
1 katowi miedzy tymi bokami w drugim tréjkacie, to te tréjkaty $3 przystajace.

a;
b a
by % :

ﬂ“—=al ]. bzbl i ;szl'

c) Il cecha przystawania trojkatow (kbk).

Jezeli bok i dwa przylegte do niego katy w jednym tréjkacie sa odpowiednio réwne bokowi i dwom
przylegtym do niego kagtom w drugim tréjkacie, to te tréjkaty sa przystajace.

a,
a
%N WP'
a=a, i =4 iy=y.
7.11 Cechy podobieristwa tréojkatow

a) cecha (kkk) podobieristwa tréjkatow
Jezeli dwa katy jednego tréjkata sg odpowiednio réwne dwém katom drugiego tréjkata, to te tréjkaty

sg podobne.
VL
a g

a=a, i f=p.
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b) Cecha (bbb) podobienstwa tréjkatéw

Jezeli dtugo$ci bokéw jednego trdjkata sa proporcjonalne do odpowiednich dtugosci bokéw drugiego
trojkata, to te trojkaty sa podobne.

@y
b a
by
c b
4 _b _

a b
¢) Cecha (kKbk) podobienstwa tréjkatow

‘1. k , gdzie k - skala podobienstwa, k>0.
c

Jezeli dtugosci dwéch bokéw jednego tréjkata sg proporcjonalne do odpowiednich dtugosdci dwéch
bokéw drugiego tréjkata oraz katy miedzy tymi bokami sg réwne, to te trojkaty sg podobne.

a;
B a 1
b,
a,

= - % =k i y=7y,, gdzie k - skala podobienstwa, k>0.

P
7.12 Jezeli trojkat T1 (o polu Fy ) jest podobny do tréjkata T (o polu P;) w skali k, to ; =k*
T
(stosunek pél tréjkatéw podobnych jest rowny kwadratowi skali podobienistwa).

7.13 Jezeli w dowolnym tréjkacie potaczymy $rodki dwéch bokéw, to powstaty ¢
odcinek jest réwnolegly do trzeciego boku i jego dtugo$¢ jest réwna potowie dtu-
gosci trzeciego boku. 2 e

A B
DE||AB i lDEI:_;—tAB|
7.14 Twierdzenie cosinuséw

W dowolnym tréjkacie kwadrat dtugeéci jednego boku jest rowny sumie kwadratéw dtugosci dwdch
pozostatych bokéw, zmniejszonej o podwojony iloczyn dtugosci tych bokéw i cosinusa kata zawar-
tego miedzy tymi bokami, tzn.:

a*=b*+c*=2bc-cosa

b* =a*+c*-2ac-cos f

c2=a®>+b*-2ab-cosy

7.15 Twierdzenie sinusow

W dowolnym tréjkacie stosunek diugosci boku do sinusa kata lezgcego C

naprzeciwko tego boku jest staty i réwny $rednicy okregu opisanego na x>

tym tréjkacie, tzn.: m
a b ¢ o i

—— = =——=0R, 4 ‘ &
sing sinfi siny
gdzie R - promien okregu opisanego na trojkgcie _
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Okregi, kola, proste

7.16. Styczna do okregu

a) Prosta jest styczna do okregu wtedy i tylko wtedy, gdy promief
poprowadzony do punktu stycznosci jest prostopadty do tej prostej.

b) Prosta jest styczna do okregu wtedy i tylko wtedy, gdy odleglto$¢
srodka okregu od tej prostej jest réwna promieniowi tego okregu.

¢) Twierdzenie o odcinkach stycznych

Odcinki dwéch stycznych, poprowadzonych do okregu z punktu, kt6-
rego odlegto$¢ od Srodka okregu jest wigksza od promienia tego
okregu - wyznaczone przez ten punkt i odpowiednie punkty stycz-
nosci - sa réwnej dhugoéci.

7.17. Prosta jest sieczng okregu wtedy i tylko wtedy, gdy odleglosé
srodka okregu od tej prostej jest mniejsza od promienia okregu.

7.18. Prosta jest roztaczna z okregiem wtedy i tylko wtedy, gdy od-
legtos¢ $rodka okregu od tej prostej jest wieksza od promienia
okregu.

7.19 a) Twierdzenie o stycznej i siecznej
Jezeli przez punkt P, ktérego odlegto$é od érodka danego okregu jest
wigKksza niz promien, poprowadzimy styczng do okregu w punkcie 4

I sieczng przecinajgca okrag w punktach Bi C, to ]PA}2 =|PB|-|Pc].

b) Twierdzenie o siecznych

Jezeli dwie proste przecinaja okrag w punktach Ai Boraz Ci D, a
takze przecinaja sie w punkcie P, nie nalezacym do danego okregu,
to |PA|-|PB|=|PC||PD|.

A
J2
-
A, B - punkty stycznoéci
Pa] =[]

R
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7.20. Wzajemne potozenie dwoch okregéow

a) OKkregi roztagczne wewngtrznie b) Okregi wspétsrodkowe

: i

R Ba
|4B|<|R-r] |4B|=0, r=R
c) Okregi styczne wewnetrznie d) Okregi przecinajgce sig

|AB|=|R-r|£0 |R-r|<|AB|<R+r
e) Okregi styczne zewnetrznie f) Okregi roztaczne zewnetrznie
|AB|>R+r

|AB|=R+r

7.21 Katy w kole

a) Jezeli kat wpisany i kat srodkowy s oparte na b) Kat wpisany oparty na potokregu jest katem
tym samym tukuy, to kat Srodkowy jest dwa razy prostym.
wiekszy od kata wpisanego.

> 2
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c) Kgty wpisane oparte na tym samym tukusa  d) Kat dopisany i kat wpisany, oparte na tym sa-
rowne. mym tuku sg réwne.

Ny

7.22 Dlugos¢ okregu, pole kota, pole wycinka kota
Oznaczmy: r - promien okregu, L - dtugo$¢ okregu, P - pole kota, P, - pole wycinka kota.

L=2mur, P=mr’ a 2

7.23. Twierdzenia o dwaéch prostych przecietych trzecia prosta

Jezeli dwie proste réwnolegte m i n sg przeciete trzecia prosta k, to:
- katy odpowiadajgce sg rowne:

tzn. o= oraz 6, =6 oraz y, =y oraz f =4
- katy naprzemianlegte zewnetrzne sa rowne:
tzn. 6, = oraz y, =«

- katy naprzemianlegte wewnetrzne sg rowne:
tzn. =9 oraz o, =y

a) Jezeli katy naprzemianlegte wewnetrzne sa réwne, to dwie proste przecinajgce trzecig prosta sg
rownolegte.

b) Jezeli katy naprzemianlegle zewnetrzne sg réwne, to dwie proste przeciete trzecig prostg sa réw-
nolegte.

c) Jezeli katy odpowiadajgce sa réwne, to dwie proste przeciete trzecig prosta sg rownolegte.

7.24 Twierdzenie Talesa

Jezeli ramiona kata (lub ich przedtuzenia) przetniemy dwiema prostymi réwnolegtymi k oraz /, to
stosunek dtugosci odcinkéw wycietych przez te proste na jednym ramieniu kata (lub na ich przedtu-
zeniu) bedzie réowny stosunkowi dtugo$ci odpowiednich odcinkéw wycietych na drugim ramieniu
kata (lub na jego przedtuzeniu).

a C

Jezeli k||I,to =< § ——=
b d a+b c+d
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7.25. Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa

Jezeli ramiona kata (lub ich przedtuzenia) przetniemy dwiema prostymi k oraz / i stosunek dtugo$ci
odcinkéw wycietych przez te proste na jednym ramieniu (lub na jego przedtuzeniu), bedzie réwny
stosunkowi dtugosci odpowiednich odcinkéw wycietych na drugim ramieniu (lub na jego przedtu-
zeniu), to te proste sa rownolegte.

Jezeli 2= Jub 2 =— to k||!
b d a+b c+

Czworokaty
7.26. Trapez jest to czworokat, ktéry ma co najmniej jedna pare bokéw p b ¢
rownolegtych.
Oznaczmy: a, b - dhugo$ci podstaw trapezu, h — wysoko$¢ trapezu. Wzor A
na pole trapezu:

a+b BN
Pemg ! / a ’

7.27. Réwnoleglobok jest to czworokat, ktéry ma dwie pary bokéw réwnoleglych. Przekatne row-
nolegtoboku przecinaja sie w punkcie, ktéry dzieli je na potowy.

Oznaczmy: a, b - dtugo$ci bokéw, h - wysoko$¢ réwnolegtoboku, & - kat réwnolegtoboku, ¢ - kat

miedzy przekatnymi réwnolegtoboku. Wzory na pole réwnolegtoboku: D ¢
a) P=a-h b) P=a -b-sina c) P=§1AC|-|BD|osin¢) h P b
gl B

|ao|=|oc| i |BO|=|oD)|
7.28. Romb jest to réwnolegtobok, ktéry ma wszystkie boki jednakowej dtugosci. Przekgtne rombu
przecinajg sie pod katem prostym w punkcie, ktéry dzieli je na potowy.

Oznaczmy: a - dhugo$éé boku, h - wysoko$é rombu, o - kat rombu. Wzory na pole rombu:

a) P=a-h b) P=a’ sine c) P=%-|AC|-|BD|

A
ACL1BD,

4 B
A0|=|oc| i |Bo|=|oD|

7.29. Deltoid jest to czworokat, ktéry ma tylko jedna o$ symetrii zawierajaca jedna z przekgtnych.
Wzor na pole deltoidu:

P=—{ac|{D] /R
2
A - C
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Okrag opisany na czworokacie

7.30. a) Okrag jest opisany na czworokacie  b) Na czworokacie mozna opisaé okrag wtedy i
(czworokat jest wpisany w okrag) wtedy i tylko  tylko wtedy, gdy symetralne wszystkich bokéw

wtedy, gdy kazdy wierzchotek czworokata lezy  czworokata przecinajg sie w jednym punkcie.
na okregu.

{
\

¢) Na czworokacie mozna opisa¢ okrag wtedyi d) Na czworokacie ABCD mozna opisaé okrag
tylko wtedy, gdy sumy miar przeciwlegtych ka- wtedy i tylko wtedy, gdy przekatne ACi BD czwo-
téw czworokata s3 réwne (i wynosza 180°). rokata ABCD tworzg odpowiednio z bokami BC i

AD katy réwne (| £ADB| =|ZACB]).

a+y=F+6=180°

7.31. a) Okrag jest wpisany w czworokat b) Okrag mozna wpisa¢ w czworokat wypukty
(czworokat jest opisany na okregu) wtedy i tylko wtedy i tylko wtedy, gdy dwusieczne wszystkich
wtedy, gdy kazdy bok czworokata jest styczny katéw czworokata wypuktego przecinajg sie w
do okregu. jednym punkcie.

D D
C C
o0 0
A 3 B
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¢) Okrag mozna wpisa¢ w czworokat wypukly wtedy i tylko wtedy, gdy sumy dtugo$ci przeciwle-
gtych bokéw tego czworokata wypuktego sg rowne.

D

a+c=b+d

7.32. Jesli okrag o promieniu r mozna wpisa¢ w czworokat wypukly ABCD, to pole P tego czworokata
wyraza sie wzorem: P=p-r, gdzie p jest potowa obwodu czworokata ABCD.

7.33. Dwa czworokaty s3 podobne wtedy i tylko wtedy, gdy dtugoéci bokéw w jednym czworokacie
sa proporcjonalne do odpowiednich dtugosci bokow w drugim czworokacie i wszystkie katy w jed-
nym czworokacie s3 réwne odpowiednim katom w drugim czworokacie.

e k , k - skala podobienstwa, k>0

a=a, oraz f=p, oraz y=y, oraz 6=5;

P
7.34 Jezeli czworokat Fy (o polu Py ) jest podobna do czworokata F (o polu P )wskalik, to -;i =i
F
(stosunek pol czworokatéw podobnych jest réwny kwadratowi skali podobiefistwa).

7.35. Pole P dowolnego czworokata wypuktego ABCD wyraza si¢ wzorem: P = %|AC} |BD|-sing, gdzie
@jest katem miedzy przekatnymi ACi BD.

Wielokaty

7.36. Suma miar katéw wewnetrznych n-kata wypuklego (ne Nin> 2) jest réwna (n - 2)- 180°.

7.37. Liczba przekatnych w n-kacie (ne Nin> 2) jest réwna H(nz— 3) .

7.38. Wielokat foremny jest to wielokat, w ktorym wszystkie boki majg jednakowa diugosci
wszystkie katy wewnetrzne majg jednakowe miary.






